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13 febbraio 2018, es.1: Programmazione lineare
Discutere il seguente problema di Programmazione lineare: trovare, se esiste, il massimo di 
p(x1, x2, x3) = 3 x1 + 2 x2 - 5 x3 con i vincoli xk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ 3) e
 4 x1 - 2 x2 + 2 x3 ≤ 42 x1 - x2 + x3 = 1
Soluzione.
Siccome il primo vincolo è in forma di disuguaglianza, introduciamo la "variabile di scarto" x4 ≥ 0 e scriviamo il 
sistema dei vincoli nella forma  4 x1 - 2 x2 + 2 x3 + x4 = 42 x1 - x2 + x3 = 1
Scegliamo come prima base dello spazio A* generato dalle colonne di A, matrice dei coefficienti del sistema 
scritto sopra, l’insieme B1 = { A3, A4}; con questa scelta si ottiene la prima tabella del simplesso come segue:
A1 A2 A3 A4 B
xv1 = x3 cv1 = c3 = -5 2 -1 1 0 1
xv2 = x4 cv2 = c4 = 0 0 0 0 1 2
-13 3 0 0 -5(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z)
Siccome z1 - c1 < 0 , bisogna passare ad una nuova base.  Il vettore A1 entra nella nuova base.  Esce il vettore 
Av1 = A3, in quanto nella prima colonna della matrice soltanto α1,1 = 2 è positivo.
La “trasformazione pivotale” consiste qui semplicemente nel moltiplicare per 12  la prima riga, ottenendo subito la 
nuova tabella del simplesso:
A1 A2 A3 A4 B
xv1 = x1 cv1 = c3 = 3 1 - 12 12 0 12
xv2 = x4 cv2 = c4 = 0 0 0 0 1 2
0 - 72 - 72 0 32(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z)
Siccome z2 - c2 < 0 , e αr ,2 ≤ 0 per r = 1 e r = 2 , l’algoritmo è terminato, e precisamente possiamo concludere 
che la funzione obiettivo p(•) è superiormente illimitata nella regione ammissibile, quindi il massimo desiderato
non esiste. 
13 febbraio 2018, es.2: Distribuzioni
Sia, per x ∈ ℝ, ⌊x⌋ = max {n ∈ℤ ; n ≤ x} la parte intera di x; sia poi m(x) = x - ⌊x⌋ (detta mantissa di x).
a) Rappresentare il grafico di m e giustificare il fatto che la funzione m è adatta per definire una distribuzione.
b) Descrivere la derivata in  ' (ℝ) della distribuzione Tm associata alla funzione m.
Soluzione.
a) La funzione m è periodica di periodo 1, discontinua in tutti e soli i punti di ascissa intera, e il suo grafico è 
formato da segmenti paralleli alla retta y = x ; infatti, se x ∈ [n, n + 1[ con n intero allora ⌊x⌋ = n, quindi 
m(x) = x - n.  Qui sotto è rappresentato il grafico di m
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m è una funzione localmente sommabile, quindi adatta per definire una distribuzione.
b) m è derivabile in tutti i punti di ascissa non intera, e in ciascuno di questi punti è m ' (x) = 1 ; nei punti di 
ascissa intera m ha delle discontinuità di prima specie con salto di ampiezza -1 ; in ciascuno di questi punti (sia 
k) la derivazione dà una δ centrata in k e moltiplicata per -1, ampiezza del salto; quindi
Tm ' = 1 - ∑k∈ℤδ(x - k)
cioè, per ogni funzione test φ, 〈Tm ', φ〉 = ∫suppφφ(x)ⅆx - ∑k∈ℤ⋂suppφφ(k)
13 febbraio 2018, es.3: continuità, derivabilità di una funzione.
Sia, per x ∈ ℝ, f (x) =  (1 - cos x) · ln x se x ≠ 00 se x = 0 .
a) mostrare che f è continua e derivabile in 0 (si dà per noto che limx→0xα · ln x = 0 per ogni α > 0); 
tracciare un grafico qualitativo di f.
b) mostrare che f non ha derivata seconda in 0.
Soluzione.
a) È sufficiente provare la derivabilità, in quanto da essa segue la continuità.  Ebbene,
f ' (0) = limx→0 1-cos xx · ln x = limx→0 1-cos xx2 ·x ln x
Facilmente si calcola limx→0 1-cos xx2 = 12 ;  poi limx→0 x ln x = 0 ; perciò f ' (0) = 0 .
b) L’espressione di f ' (x) è: f ' (x) = sen x · ln x + 1-cos xx se x ≠ 0
0 se x = 0
Se esistesse f "(0), questa dovrebbe essere il limx→0 f' (x)-f' (0)x , con valore finito.  Si ha invece
f' (x)-f' (0)
x = sen xx · ln x + 1-cos xx2
Abbiamo già osservato che limx→0 1-cos xx2 = 12 ; poi, è noto che limx→0 sen xx = 1 e che limx→0 ln x = -∞; quindi 
limx→0 f' (x)-f' (0)x = -∞ , e allora f non ha derivata seconda in 0.
Qui sotto, il grafico di f, tracciato insieme con il grafico y = 2 ln x il quale è tangente al grafico di f nei punti di 
ascissa kπ con k intero dispari, dove è 1 - cos x = 2
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13 febbraio 2018, es.4: Verifica di un limite.
Verificare, applicando la definizione di limite, che limx→+∞ (2 + cos x + sen x) · (x - cos(ex)) = +∞
Soluzione.
Si tratta di provare che:∀M > 0∃S > 0, ∀ x ∈ ℝ (x > S⇒ (2 + cos x + sen x) · (x - cos(ex)) > M)
Un semplice studio dell’andamento della funzione x↦ 2 + cos x + sen x prova che il minimo valore che essa 
assume è: 2 - 2 .
Poi, per ogni x ∈ ℝ è x - cos(ex) ≥ x - 1.  Allora, per ogni x > 1 si ha
(2 + cos x + sen x) · (x - cos(ex)) ≥ 2 - 2 · (x - 1);
2 - 2 · (x - 1) > M ⟺ x - 1 > M
2- 2 ⟺ x > 1 + M2- 2
quindi, se x > 1 + M
2- 2 , allora (2 + cos x + sen x) · (x - cos(ex)) > M ; la verifica è riuscita, con S = 1 + M2- 2 .
13 febbraio 2018, es.5: L’estinzione del mutuo di Riccardo
Riccardo ha comperato due anni fa l’appartamento in cui abita, usufruendo del finanziamento di una Banca 
che ha pagato il 75% del costo dell’immobile accendendo un mutuo al tasso annuo del 3% per il quale 
Riccardo si è impegnato a pagare 25 rate annuali posticipate, la prima un anno dopo l’acquisto, dell’importo 
di 6891.34 € ciascuna.
a) Calcolare il prezzo di acquisto dell’appartamento di Riccardo e calcolare l’importo della rata mensile, nel 
caso che il mutuo, sempre venticinquennale e allo stesso tasso annuale, fosse pattuito per un rimborso a 
rate mensili, la prima un mese dopo l’acquisto
b) Oggi Riccardo paga la seconda rata annuale del mutuo; inoltre, avendone la disponibilità in seguito alla 
vincita di un premio della Lotteria Italia, desidera estinguere il mutuo.  Il tasso di mercato nel frattempo è 
sceso al 2%.  Tenendo conto di ciò, quanto deve pagare Riccardo per estinguere il suo debito con la Banca?  
Quanto avrebbe dovuto pagare invece, se il tasso fosse rimasto invariato al 3%?
Soluzione.
a) Il valore attuale V di una rendita di n rate annuali posticipate di importo costante R è
V = R ·a(n, i) con
�[�_� �_] �= � + �� - �� * � + ��
Nel caso presente, il valore attuale della rendita, al momento dell’acquisto, è
� = ������� * �[��� ����]
�������
Questo valore corrisponde al 75% del costo dell’appartamento; dunque l’appartamento è costato
������ / ����
�������
Se il prestito viene estinto con rate mensili posticipate, il numero delle rate è 25 ·12 = 300 ; l’importo di ciascuna 
rata è S tale che 120 000 = S ·a(300, i12) con i12 tasso mensile equivalente al tasso annuo i = 0.03 .
��� = ���� ��� - �
����������
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(si noti che S non è 112  della rata annuale, è leggermente di meno, infatti si ha:
�� �
�������
Ciò dipende dal fatto che, pagando mensilmente anziché alla fine di ciascun anno, Riccardo paga prima una 
parte di quanto dovuto alla Banca, e questo gli vale il piccolo sconto che abbiamo calcolato.
b) L’impegno rimanente per Riccardo, dopo avere pagato la seconda annualità del mutuo, è di pagare 23 
annualità posticipate di 6891.34 € , la prima tra un anno da oggi.  Per estinguere il debito Riccardo deve pagare 
subito alla Banca il valore attuale di questa rendita, calcolato secondo il tasso del 2%; questo è
������� * �[��� ����]
�������
Se il tasso di mercato fosse rimasto invariato al 3%, Riccardo avrebbe dovuto pagare
������� * �[��� ����]
�������
13 febbraio 2018, es.6: Un albergo in montagna
Cinzia, proprietaria di un piccolo albergo in una località montana, sta riflettendo se investire oppure no 
10 000 € per offrire ai suoi ospiti nella stagione estiva l’uso gratuito della piscina e “spa” esistenti vicino al suo 
locale; questo le procurerebbe un maggior numero di ospiti, e le consentirebbe di fissare una tariffa un po’ 
più alta.
Gli studi economici del settore alberghiero prevedono con probabilità 0.6 un mercato “in ripresa”, con probabil-
ità 0.2 un mercato “stabile”, con probabilità 0.2 “in ribasso”; in ciascuno dei tre casi il guadagno (al netto di 
spese per personale e provviste) che Cinzia prevede di realizzare nella stagione, senza disponibilità della 
piscina, è rispettivamente 50 000, 30 000, 22 000 Euro; se potrà mettere a disposizione la piscina le cifre 
salgono a 75 000, 33 000, 24000 Euro (ma andrà tenuto conto della spesa iniziale per la piscina).
a) Determinare se, in base al criterio del massimo guadagno atteso, conviene a Cinzia sostenere la spesa 
per la piscina oppure no.
b) Adottando la funzione utilità u(x) = 1 - e- x10  e x espressione degli importi monetari in migliaia di € , vedere 
quale scelta conviene, secondo il criterio della massima utilità attesa.
Soluzione.
a) La seguente tabella riassume le diverse alternative, e riporta i guadagni attesi, espressi in migliaia di €.
�� (�� �������) �� (�� �������) ����������������� ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __ ___ ___ ___
�� (�������) �� �� ����� (�������) �� �� ����� (�������) �� �� ���___ ___ ___ ___ _ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __
������ ������ ���� ����
I guadagno attesi sono• in caso di d1 :
�� * ��� + �� * ��� + �� * ���
����
• in caso di d2 :
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Il guadagno atteso è maggiore relativamente a d2 , che dunque è la decisione da preferire se si adotta questo 
criterio.
b) La funzione utilità è, come dice il testo,
�[�_] �= � - ⅇ- ���
La tabella con le utilità dei diversi guadagni, e i consuntivi delle utilità attese è la seguente:
�� (�� �������) �� (�� �������) ����������������� ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __ ___ ___ ___
�� (�������) �[��] �[��] ����� (�������) �[��] �[��] ����� (�������) �[��] �[��] ���___ ___ ___ ___ _ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __
������� ������ �������� ��������
Le utilità attese valgono:• in caso di d1 :
�[��] * ��� + �[��] * ��� + �[��] * ���
��������
• in caso di d2 :
�[��] * ��� + �[��] * ��� + �[��] * ���
��������
L’adozione di questa funzione utilità suggerisce quindi, diversamente dal caso (a), di non investire 10 000 € per 
la piscina.
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